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د عددي انتیګرال نیونې تقریبي محاسبې لپاره د منځنۍ نقطې او 
 لامبرګ کړنلارو پرتله

  5 محب الله محبوبنامزاد پوهنیار   4پوهنیار عبدالبارا احمد زی 3پوهنیار اریانا عبدالرحیم زی   2پوهنمل شفیع الله نیازی  1∗
 څانګهریاضي ، ښوونې او روزنې پوهنځی، لغمان پوهنتون، پوهنیار لیاقت همدرد

  لنډیز

∫د ځینو څانګړو انتیګرالونو محاسبه  لکه: 
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د ذوذنقې او سیمپسون انتیګرال  ،

نیونې عددي کړنلارو څخه په ګټې اخیستنې شونې نه ده، په دې صورت کې د نیوټن کاست انتیګرال نیونې 

∫فورمولونه په دوه برخو وېشل کېږي، تړلي فورمولونه او خلاص فورمولونه،که چېرې د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥      (1)  
𝑏

𝑎
 

له دواړو نقطو څخه ګټه اخیستل  𝑏او  𝑎ل وکارول شي، چې په هغه کې د انتیګرال د محاسبې لپاره داسې فورمو
شوي وي، نو داسې فورمول ته تړلی فورمول وایي. لکه د ذوذنقې او سیمپسون فورمولونه، که چېرې د انتیګرال 

پورې تړلی نه وي، داسې فورمول ته خلاص فورمول وایې. که چېرې  𝑏یا  𝑎نیونې فورمول یو له دغو دوو نقطو 
نقطه کې تعریف شوی نه وي، خو انتیګرال يي شتون ولرې په دې  bیا  aتابع د  𝐹فورمول کې د  (1)په 

صورت کې د ذوذنقې او سیمپسون عددي کړنلارې د یو انتیګرال د تقریبي قیمت د محاسبې لپاره په کار نه 
و په داسی حالاتو کې باید د نیوټن کاست د خلاصو فورمولونو څخه ګټه واخیستل شي، بناءً په وړل کېږی، ن

یسو، ن دې صورت کې دوه نورې کړنلارې، چې د منځنۍ  نقطې او لامبرګ کړنلارو  په نامه یادېږی په پام کې

∫چې د دې کړنلارو پر بنسټ کولای شو  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
هغه صورت کې، چې بڼې انتیګرال تقریبي مقدار په  

f(a)  اوf(b) او د مقایسې په توګه د پایلو ځیرتیا کچه یې په دواړو کړنلارو  مقدارونه ناټاکلي وي محاسبه کړو
میت په د دې څېړنی اه پرتله کوو او هغه تقریبي مقدار د ځواب په توګه ټاکو، چې د خطاء کچه یې ټیټه وي.

ځینو  یې د بنسټ اره ځانګړې جامع طرحې وړاندیزوي، چې پرعددي مسایلو دقیق څېړلو لپ دې کې دی، چې د
 د پرته له کمپیوټري پروګوامونو څخه اسانه او کم وخت کې ترلاسه کېږي. ځانګړو  انتیګرالونو عددي حل 

و د منلو تقریبي مقدار فوا العاده  ښه ا د ځینو ځانګړو انتیګرالونومو لاسته راوړل، چې  بنسټ یادې کړنلارو پر
یرتیا عددي حل د ځد ځینو ځانګړو انتیګرالونو . د مقالې د لیکلو آره موخه د دواړو  کړنلارو پر بنسټ  یوړ د

کچه ټاکل او یو له بل سره یې پرتله کول دي، چې په ساده لارو نه تر لاسه کېږي. دغه څېړنه  کتابتوني بڼه 
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ه پای کې ګټه اخیستل شوې ده. د څېړنې پلري، چې بېلا بېلو معتبرو سرچینو او نویو چاپ شویو اثارو څخه پ
رتیا عددي حل تقریبي مقدار د ځیځینو ځانګړو انتیګرالونو کې دې پایلې ته ورسېدو، چې یادې کړنلارې د 

قریبي مقدار د تځینو ځانګړو انتیګرالونو کچې ټاکلو لپاره  جامع  کړنلارې دي، چې پر بنسټ یې کولای شو د 
 ځیرتیا کچه لاسته راوړو.                           

 کلیدي کلمې : انتیګرال، منځنۍ نقطه، رامبرګ، د کړنلارو ځیرتیا او کارونه، تقريبي حلونه.
 . پېژندنه ۱

∫د   𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
نقطې لپاره  تعریف  bیا  aتابع د  𝑓(𝑥)بڼې انتیګرالونو محاسبه په هغه صورت کې، چې    

نقطه کې تعریف شوی نه وي، خو  bیا  aشوی وي، په اسانۍ سره کولای شو محاسبه کړو،که چېرې تابع د 
انتیګرال يي شتون ولري، په دې صورت کې ممکن ونه شو کړای د انتیګرال تقریبي مقدار په دقیق ډول  تر لاسه 

 ریاضیکي، په دې صورت کې د کې تعریف شوې نه وينقطه  bیا  aد تابع  𝑓(𝑥)کړو په هغه حالت کې، چې 
مسایلو عددي ځواب لاسته راوړلو لپاره داسې کړنلارې او روشونه  طرحه شوي دي، چې د هغوی پر بنسټ د 

∫ریاضیکي مسایلو دقیق ځواب په لاس راځي، دهغو کړنلارو له جملو څخه د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
بنې انتیګرالونو    

د نځنۍ نقطې او لامبرګ کړنلارې دي . تر دې دمه کومې کړنلارې، چې عددي حل ټاکلو لپاره د م

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
بنې انتیګرالونو عددي حل لپاره کارول شوي، لکه ذودنقې کړنلاره، سیمپسون کړنلاره ، ناټاکلیو    

یرتیا کچه ځصریبونو کړنلاره د ګاوس کړنلاره،... هره کړنلاره د نوموړو انتیګرالونو عددي حل لپاره ځانګړې د 
لري، په همدې بنسټ دغه کړنلارې د هغوکړنلارو له جملې څخه دي، چې په ډېر چټکی سره د یادو انتیګرالونو 

 (.  1397،داناییتقریبي مقدار ته نږدې کېږې)

∫معمولًا د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
بنې انتیګرالونو تقریبي مقدار د حقیقي مقدار  سره برابره نه وي، خو لاسته راغلې    

ي کړنلارو ترسره کول ډېری پړاوونه لري اوهر د عددتقریبي مقدار حقیقي مقدار ته ډېر نږدې او د منلو وړ وي. 
ري اسبې په کمپیوټپړاو معمولًا یوه لړ کړنې په ځان کې رانغاړي، چې په دې صورت کې لازم دی عددې مح

پروګرامونو تر سره شي پرته د کمپیوټري پروګرامونو د محاسبې حجم زیاتیږي، چې ډېرې وخت  ته اړتیا لري، 
چې دا د عددي محاسباتو عمده ستونزه ده، په کمپیوټري پروګرامونو کې ښایي په سوونو ځله د جمعې، تفریق، 

و کې پایله کې ښایي د ځیرتیا کچه د پایلو په ترلاسه کول ضرب یا تقسیم عملیې په اعدادو تر سره شي، چې په
په تدریجي توګه کمه شي په همدې بنسټ هغه عددي محاسبې، چې په کمپیوټري پروګرامونو تر سره کېږي 



 تحصیل
 پوهنتون  علمي، څېړنیزه مهالنۍ خپرونهد لغمان 

  ل کال لومړی ګڼه، تله )میزان( ۱۴۰۲

tahsil.journal@lu.edu.af 

+9378031998/+93786262862 99 

باید د امکان تر حده کوښښ وشي، تر څو د لاسته راغلي تقریبي ځواب د ځیرتیا کچه لوړه وي. په ټوله کې د 
ه تر سره کولو کې باید له ډېر ځیرتیا څخه کار واخیستل شي، چې تقریبي ځواب حقیقي عددې محاسباتو پ

دا چې یاده  ..(1397)بابلیان، ځواب ته نږدې شي او د خطاء کچه تر ممکنه پېشبیني شوي حد څخه راټيټه شي
څخه راټول  تلفو معتبرو سرچینوڅېړنه کتابتوني بڼه لري د یادې څېړنې مواد ما پوهنمل  شفیع الله نیازي د مخ

کړي او خاکه مې ورته برابره کړې، وروسته استاد پوهنیار اریانا عبدالرحیم زی، پوهنیار عبدالبارا احمدزی، 
پوهنیار لیاقت همدرد او نامزد پوهنیار محب الله محبوب یاده مقاله د لیکوالۍ د اصولو او فن مطابق ډیزاین او 

 متو کړې.کمپوز کړې او نشر ته یې چ
 د څېړنې ستونزې

پوهېږو، چې عددي مسایلو حل خورا اوږدې محاسبې ته اړتیا لري، په همدې بنسټ د پېچلو او مغلقو عددي 
محاسباتو لپاره ځانګړې طرحې او کړنلارې ارایه شوي، چې د هغوی په مټ کولای شو د یوې پېچلې  مس لې 

مغلق او ستونزمنو عددې مسایلو حل په ساده لارو  امکان  تقریبي حل د ځیرتیا لوړه کچه تر لاسه کړو، دا چې
نه لري، نو یادې ستونزې ته په کتو یاده علمي څېړنه تر سره شوه، ترڅو لوستونکي د پېچلو او ستونزمنو عددي 
مسایلو د څېړلو لپاره د ځانګړو طرحو او کړنلارو او په ځانګړي توګه د منځنۍ نقطې او رامبرګ کړنلارو په اړه 

 ې د ځیرتیا کچې یې په پوره  اندازه لوړې دي، بشپړ معلومات تر لاسه کړي.چ
 موخې  

 کچې ټاکل او پرتله کول. د ځیرتیا او د رامبرګ کړنلارو ېنقطمنځنۍ د  .1
د هغو کاربردي او اجتماعي مسایلو نمونې چې حل یې د ځینو ځانګړو انتیګرالونو د حل سبب کرځي  .2

 ارایه کول.

 پوښتنې  
 ؟ کچې ټاکل کومو عواملو پورې اړه لري. د ځیرتیا لامبرګ کړنلارود او  ېنقط منځنېد  .1
ځینو  دکوم شرایط باید په پام کې ونیول شي، چې د یوې کاربردي یا اجتماعي مس لې حل څخه د   .2

 حل ترلاسه شي؟ځانګړو انتیګرالونو 

 دڅېړنې ارزښت 
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خورا مهمه موضوع ده او د ځینو ځانګړو انتیګرالونو یاده موضوع چې په ریاضیاتو او مهندسي علومو کې یوه 
عددي حل د ځیرتیا کچې ټاکلو په هکله ډېری پوښتنې ځوابوي. په نوموړې موضوع  باندې تر اوسه په هېواد 
کې چا څېړنه نه ده تر سره کړې. د دې څېړنې ارزښت په دې کې دی چې د عددي مسایلو دقیق څېړلو لپاره 

نديزوي، او د تیوري پر ځای په عملي کړنې تاکید کوي، همدارنګه د دې څېړنې ځانګړې جامع طرحې وړا
ارزښت په دې کې هم دی څو په دې پوه شو چې د عددي مسایلو د حل لپاره د منځنۍ نقطې او رامبرګ 
کړنلارو څخه ګټه اخستنه اسانه او  بهتره ده، چې په کارونې سره یې کولای شو دعددي مسایلو د خطاء کچه د 

 پام وړ اندازې ته را ټيټه کړو.
 د څېړنې میتود او کړنلاره. ۲

د دې د څېړنې  میتود کتابتوني دی، چې معلومات یې د بېلا بېلو معتبرو او نويو چاپ شویو اثارو څخه د یادې 
 موضوع اړوند راټول او په مناسبو ځایونو کې ځای پر ځای شوي دي. په یاده څېړنه کې تر ډېره د عددي مسایلو

د حل ځیرتیا کچې ته پاملرنه شوې. د څېړنې لاسته راوړنې په تحلیلي او تقریبي بڼه بیان شوي، چې لوستونکي 
 کولای شي په اسانۍ سره ترې ګټه پورته کړي.

 تېرو لیکنو ته کتنه

∫د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
کړنلاره، ذنقې ذو، لکه عددي حل لپاره بېلا بېلی تحلیلي کړنلارې طرحه شويبڼې انتیکرالونو  

او داسې نور،نوموړې کړنلارې د ځینو ځانګړو انتیګرالونو عددي حل د لاسته راوړلو لپاره سیمپسون کړنلاره،
لپاره چې حد اکثر درجه یې یو وي دقیقه ده، چې  د ذوذنقې کړنلاره د هغو څو جمله یي تابعګانوکارول کېږي.

نو دویم مشتق د تل لپاره صفر وي او په پایله کې دا د دې کړنلارې لویه ستونزه ده، ځکه د نوموړو تابعګا
𝐸(𝑇(ℎ)) = .د سیمپسون په کړنلاره کې که چېرې (348.م.1393)تاری مرزآبادی،کېږي   0

𝐸(𝑆(ℎ)) = −
(𝑏−𝑎)ℎ4

180
 𝑓(4)(𝜁)  رابطې ته ځیر شو د𝑆(ℎ)   خطاء دℎ4  سره متناسبه ده ، بناءً د

 تر درو پورې وي دقیقه ده، په پایله کې کولای سیمپسون کړنلاره د هغو څو جمله یي ګانو لپاره، چې درجه یې
شو چې د سیمپسون کړنلاره د هغو څو جمله یې ګانو لپاره چې درجه یې د درو څخه پورته وي د ځیرتیا کچه 

.یادو کړنلارو او ستونزو ته یې په کتو (64.م.1397،دانایییې کمه ده، چې دا د دې کړنلارې لویه ستونزه ده)

∫مبرګ کړنلارې د د منځنۍ نقطې او را 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 aتابع  یې د  𝐹د بڼې ځینو ځانګړو انتیګرالونو لپاره، چې  

نلارې ، تقریبي مقدار لاسته راوړلو لپاره جامع کړنقطه کې تعریف شوی نه وي، خو انتیګرال يي شتون ولری bیا 
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ول ډېر نږدې او د هر ډ دي د نوموړیو کړنلارو ښېګڼه په دې کې ده، چې تقریبي ځواب یې حقیقي ځواب ته
 توابعو لپاره کارول کېږي، چې د ځیرتیا کچه یې فوا العاده لوړه او د منلو وړ ده.

 موندنې 
 د منځنۍ نقطې انتیګرال نیونې کړنلاره 

 د منځنۍ نقطې انتیګرال نیونې په کړنلاره کې لرو چې:

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≈ ℎ 𝑓(𝑥𝑖 +
ℎ

2
)

𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

 

∫د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
,𝑎]انتیګرال تقریبي محاسبې فورمول پیداکولو لپاره   𝑏]  انتروال په𝑛  مساوی برخو ویشو او د

 پورته فورمول په مرسته لرو چې:

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 +⋯+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑛

𝑥𝑛−1

𝑥2

𝑥1

𝑥1

𝑥0

𝑥𝑛

𝑥𝑖

𝑏

𝑎

 

≈ 𝑀(ℎ) = ℎ [𝑓(𝑥0 + ℎ 2⁄ ) + 𝑓(𝑥1 +
ℎ
2⁄ ) +⋯+ 𝑓(𝑥𝑛 − 1 +

ℎ
2⁄ )       (2) 

پورته فورمول د منځنۍ نقطی کړنلارې په نوم یادېږي، لکه څرنګه چی په لاندې شکل کې لیدل کېږي په 
حقیقت کې منځنۍ نقطې انتیګرال نیونه د هر قطع خط په مخ د تشکیل شویو مستطیلونو مساحت محاسبه 

 ..(35-37.م:1397)بابلیان، کوي
  

 
𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 
 
 
 
 

 
  

 .(1393د د انتروالونو د وېش کچې منځنۍ نقطه ښیې. )تاری مرز آبادی، شکل:
کې ګټه  bاو  aنقطو کې، یعنې په  𝑥𝑛او  𝑥0په پورته فورمول کې لیدل کېږي، چې د تابع له مقدار څخه په 

 f(b)او  f(a)نه ده اخیستل شوې، نو په همدې بنسټ کولای شو هغه د هغو انتیګرالونو لپاره چې هغې کې 

𝑥0

+
ℎ

2

𝑥1

+
ℎ

2

𝑥𝑛

+
ℎ

2𝑎
= 𝑥0

𝑥1 𝑥2 𝑥2 𝑏
= 𝑥𝑛

𝑥 

𝑦 
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تابع په پوره اندازه  𝑓تعریف شوې نه وي ګټه پورته کړو، د دې کړنلارې د خطاء محاسبی لپاره فرضوو چی 
𝑓(𝑥)مشتق منوونکې تابع ده، خو کولای شو ثابت کړو که چېرې  ∈ 𝑐2[𝑎, 𝑏]  وي په دې صورت کې د

 خذ ته مراجعه وشي. ما [3]منځنۍ نقطې کړنلارې خطاء د لاندې فورمول په بنسټ په لاس راځي ثبوت لپاره 

 (𝑀(ℎ) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 −𝑀(ℎ) ⋍
(𝑏 − 𝑎)ℎ3

24
𝑓′′(𝜉)

𝑏

𝑎

 

په منځ کې موقعیت لري، په پایله کې ویلی شو، چې د منځنۍ نقطې  bاو  aد  𝜉چې په پورته رابطه کې 
 ..(55.م.1386مصاحب، )کړنلارې خطاء د ذوذنقې کړنلارې د خطاء نمایي ده

∫منځنۍ نقطی په کړنلاره د  بناءً د
𝑑𝑥

√𝑥

0.9

0
انتیګرال تقریبي مقدار په لاس راوړو په هغه صورت کې، چې د  

ℎمحاسبې د وېش کچه  = ℎاو  0.01 = نقطې کړنلارې له  ، په پام کې نیول شوی وي، د منځنۍ0.03
 .(68.م.1396)بابلیان،فورمول څخه په ګټه اخیستنې لرو چې

∫
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑀(0.01) = 0.01 [

1

√0.005
+

1

√0.015
+

1

0.025
+⋯+

1

0.25
]

0.9

0

= 0.539587 

∫
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑀(0.03) = 0.03 [

1

√0.015
+

1

√0.045
+

1

0.075
] = 0.495915

0.9

0

 

∫
𝑑𝑥

𝑥
= [2√𝑥]

0.9

0
= 0.6

0.9

0

 

توپیر د   𝑀(0.01)په حدودو کې دی، همدارنګه د  0.104توپیر د حقیقي مقدار سره د  𝑀(0.03)بناءً د 
په حدودو کې دی. په پایله کې د داسې انتیګرلونو د محاسبې لپاره د هغو برخو لپاره  0.06حقیقي مقدار سره د 

 hباید ډېر کوچنی په پام کی ونیول شي او د انتروال د نورو برخو لپاره  hچی د تابع منځنۍ نقطې ته نږدې وي 
∫باید یو اندازه لوی په پام کې ونیول شي. د خطاء د څیړلو لپاره  𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥

1

0
انتیګرال تقریبي مقدار محاسبه  

پروانه، )څخه کمه وي هدف ته د رسېدو لپاره پوهېږو چې 3−10کوو په هغه صورت کې چې خطاء یې 
 (.49.م.1373

𝑓(𝑥) = cos 𝑥 
𝑓′(𝑥) = − sin 𝑥  
𝑓′′(𝑥) = − cos𝑥 
|𝑓′′(𝑥)| ≤ 1 = 𝑀2 

 مقدار داسې ټاکو چې  hله دې ځایه څخه د 
𝑏 − 𝑎

24
ℎ2𝑀2 =

ℎ2

24
≤ 10−3 
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0په لاس راځي چې  < ℎ ≤  . په پایله کې لرو چې:0.155

𝑛 =
𝑏 − 𝑎

ℎ
≤

1

0.155
= 6.4516 

𝑛په پورته حالت کې  = ℎ. په پام کې نیسو یا 7 ⋍ په  𝑀(ℎ)څخه په ګټې اخیستنې  ℎله دې  0.14286
 لاس راوړو

𝑀(ℎ) = 0.14286(cos(0.07143) + cos(0.21429) +⋯+ cos (0.92859
= 0.14286(0.99450 + 0.97713 + 0.93690 + 0.87758 + 0.80038
+ 0.70087 + 0.59896 = 0.14286 ∗ 5.89232 = 0.84178(5𝐷) 

.(67-64.م:1397،)بابلیاند انتیګرال حقیقي مقدار عبارت دی له  

∫ cos 𝑥  𝑑𝑥 = [sin 𝑥]0
1 = 0.84147(5𝐷)

1

0

 

 لیدل کېږي چې

∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥 − 0.84178 = 0.84147 − 0.84178 = 0.00069 < 10−3
1

0

 

 عددي انتیګرال نیونه د رامبرګ په کړنلاره
د ذوذنقې کړنلاره د عددي انتیګرال نیونې په برخه کې تر ټولو ساده کړنلاره ده، خو د دقت لازمه کچه نه لری، 

چې د هغې څخه په کټه اخیستنې پرته له دې چې تابع په اضافی نقطو کې  له بله اړخه یوه مهمه ځانګړتیا لري،
∫محاسبه کړو، کولای شو  𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
بڼې انتیګرال لپاره بهتر او مناسب تقریبي مقدارونه په لاس راوړو. فرض  

محاسبه شوې او هغه نقطې چې غواړو تابع پکې محاسبه شي په  T(h)لپاره  hکړئ، چی د هر ثابت مقدار د  
 .(44.م.1392، )عالم زادهلاندې ډول وي

𝑎, 𝑎 + ℎ, 𝑎 + 2ℎ, … , 𝑎 + (𝑛 − 1)ℎ, 𝑏 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑇(ℎ) + 𝑎2ℎ
2 + 𝑎𝑛ℎ

4 + 𝑎6ℎ
6 +⋯                                          ( 3)

𝑏

𝑎

 

ℎکې  اوس که چېرې د ذوذنقې کړنلاره
په پام کې و نیول شي  او د پورته فورمول لپاره یې تکرار کړو په  ⁄2

 دې صورت کې نقاو په لاندې ډول په لاس راځي 
𝑎, 𝑎 + ℎ 2⁄ , 𝑎 + ℎ𝑎 + 3ℎ 2⁄ ,… , 𝑎 + (𝑛 − 1)ℎ, 𝑎 + (𝑛 − 1)ℎ + ℎ 2⁄ , 𝑏 

 .(66-64.م:1393، بادیآ)تاری مرز په پایله کې د پورته نقاطو لپاره انتیګرال په لاندې ډول په لاس راځي

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑇(ℎ 2⁄ ) + 𝑎2(
ℎ
2⁄ )
2 + 𝑎4(

ℎ
2⁄ )
4 + 𝑎6(

ℎ
2⁄ )
6 +⋯              (4

𝑏

𝑎

) 
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ماخذ ته  [4]لپاره ام مشتق سره متناسب دی، د اثبات  𝑖 تابع ل 𝑓له مقدار څخه مستقل او  ℎنقطه د  𝑎1د 
رابطه د  (3 )دې کار لپاره  معادلی څخه حذف کوو د ( 4)او  (3 )ضریب له  𝑎2مراجعه وشي. اوس د 

 رابطې له څلور چنده څخه کموو نو لرو چې: ( 4)

4𝐼 − 𝐼 = 4𝐼(ℎ) − 𝑇(ℎ) +
𝑎4
4
ℎ4 − 𝑎4ℎ

4 +
𝑎6
16
ℎ6 − 𝑎6ℎ

6 +⋯ 
 په پایله کې په لاس راځي چې:

𝐼 =
4𝐼(ℎ 2⁄ )−𝑇(ℎ)

3
−
𝑎4

4
ℎ4 −

5𝑎6

16
ℎ6+⋯     

4𝑇(ℎپورته رابطې څخه څرګندېږي چې  2⁄ )−𝑇(ℎ)

3
 تقریبي مقدار دی. Iد   

 سره متناسب ده. ℎ2خطاء  T(h)سره متناسب ده، په داسې حال کې چې د  ℎ4او خطاء یې 
 د دې لړۍ په تکرار سره لروچې:

ℎ0 = 𝑏 − 𝑎 → 𝑇0(ℎ0)𝑇00 
ℎ1 =

𝑏 − 𝑎

2
=
ℎ0
2
→ 𝑇(ℎ01) = 𝑇01 

ℎ2 =
𝑏 − 𝑎

22
=
ℎ1
2
→ 𝑇(ℎ02) = 𝑇02 

ℎ𝑘−1 =
𝑏 − 𝑎

2𝑘−1
=
ℎ𝑘−2
2
→ 𝑇(ℎ𝑘−1) = 𝑇0(𝑘−1) 

ℎ𝑘 =
𝑏 − 𝑎

2𝑘
=
ℎ𝑘−1
2
→ 𝑇(ℎ0𝑘) = 𝑇𝑜𝑘 

د رامبرګ کړنلارې پر بنسټ په لاندې ډول په لاس  𝑇1𝑖سره متناسبې دي، بنا پردې  ℎ2𝑖خطاګانې د  𝑇0𝑖د 
  (61.م.1385پور پاک، ) راځي

𝑇10 =
4𝑇01 − 𝑇00

3
 

𝑇11 =
4𝑇02 − 𝑇01

3
 

𝑇1(𝑘−1) =
4𝑇0𝑘 − 𝑇0(𝑘−1)

3
 

∫څخه په کټې اخیستنې   𝑇1𝑖سره متناسبه ده، نو کولای شو چې  ℎ4چې د هر یو خطاء  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
انتیګرال   

 لپاره مناسب تقریبي مقدارونه په لاس راوړو.

𝑇20 =
42𝑇11 − 𝑇10
42 − 1
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𝑇21 =
42𝑇12 − 𝑇11
42 − 1

 

𝑇2𝑖 =
42𝑇1(𝑖 + 1) − 𝑇1𝑖

42 − 1
 

 (130.م.1396)سلطانیان، ام مرحله کې لرو چې pاو په 

𝑇𝑝𝑖 =
4𝑝𝑇(𝑝−1)(𝑖+1) − 𝑇(𝑝−1)𝑖

4𝑝 − 1
, 𝑖 = 0.1.2…         𝑝 = 1,2,3…3 

∫اوس  𝑥2
1

0
𝑑𝑥  انتیګرال  په دواړو روشونو حلوو خطاء یې په لاس راوړو او پایلې سره مقایسه کوو په هغه

ℎصورت کې چې د وېش کچه  =
1

2
,
1

4
په پام کې نیول شوې وي، په سر کې یاد انتیګرال د منځنۍ نقطې      

ه لاس راوړو قعي  مقدار پپه کړنلاره حلوو د یادې کړنلارې فورمول څخه په ګټې اخیستنې د پورته  انتیګرال وا
 لرو چې:  

∫ 𝑥2
1

0

𝑑𝑥 = =
1

3
 

 او د منځنۍ نقطې فورمول څخه ګټه اخلو
𝑀(0.5) = 0.5((0.25)2 + (0.75)2) = 0.5(0.0625 + 0.5625) = 0.3125 

ℎد  =
1

4
= ℎلپاره لرو چې  0.25

2
=  په پایله کې لیکو چې: 0.125

𝑀(0.25) = 0.25((0.125)2 + (0.375)2 + (0.625)2 + (0.875)2) = 0.328125 
𝐸𝑀(0.5) =

1

3
− 𝑀(0.5) =

1

3
− 0.3125 = 0.2083(5𝐷) 

𝐸𝑀(02.5) =
1

3
−𝑀(0.25) =

1

3
− 0.3125 = 0.328125(5𝐷) 

1مقدار نیمایي کولو  سره خطاء  ℎلیدل کېږي، چې په لومړي قدم کې د 

4
سره برابره ده، وروسته دغه خطاء د   

1خطاګانو له نیمایي کولو څخه په ترتیب په لاس راځي 

96
,
1

24
 چې په اصل کې د ذوذنقې کړنلارې خطاء  ده. 

 رامبرګ کړنلارې څخه په ګټې اخیستنې لرو چې:د 

𝑇(0.5) =
0.5

2
((0.5)2 + (1)2) = 0.3125 

𝑇(0.25) =
0.25

2
((0.25)2 + 2(0.5)2 + 2(0.75)2 +  (1)2) = 0.3359375 

4𝑇(0.5) − 𝑇(0.25)

3
=
4 × 0.3125 − 0.3359375

3
≈
1

3
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1د راکړل شوي انتیګرال حقیقي مقدار هم  

3
سره مساوي دی، یعنې هغه تقریبي مقدار چې د رامبرګ په   

 کړنلاره لاسته راځي د حقیقي مقدار سره تقریباً مساوي ده.
رګ ډول دې پایلې ته ورسیدو، چې د رامب  په نتیجه کې د دواړو کړنلاوړ د خطاء کچې ته  په کتو په مقایسوي

کړنلاره نسبت د منځنۍ نقطې  کړنلارې ته بهتره او د تقریبي مقدار په تر لاسه کولو کې د خطاء کچه یې کمه 
 او د منلو وړ ده.

 مناقشه. ۳

∫داچې د       𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل په ریاضیاتو او مهندسي علومو کې ډېر ارزښمن  دی، بڼې انتیګرالونو   

نو ریاضي پوهان د نوموړو انتیګرالونو اهمیت او ارزښت ته په کتو وه ول شول ترڅو  د یادو انتیګرالونو عددي 
م ي تقریبي ځواب  یې په اسانۍ سره په کحل لپاره مختلفې کړنلارې او روشونه  منځ ته کړي، څو وکولای ش

وخت کې پرته له کمپیوټري پروګرامونو ترلاسه کړي، داسې چې تقریبي ځواب حقیقي ځواب ته په پوره انداره 

∫. د (41.م.1392، )عالم زادهنږدې او د خطاء کچه یې د پام وړ حد پورې ټیټه او منلو وړ وي 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  

عددي حل لپاره چې کومې کړنلارې تر دې دمه کارول شوې د نمونې په دول، لکه ذوذنقې انتیګرالونو بڼې 
ذوذنقې )یادې کړنلارې  .(48.م.1385کړنلاره، د سیمپسون کړنلاره، د ناټاکلیو ضریبونو کړنلاره )پورپاک،

∫کړنلاره، د سیمپسون کړنلاره ،...( چې د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل  لپاره  کارول کېږي ځینې بڼې انتیګرالونو   

ستونزي لري، د بیلګې په توګه له یادو کړنلارو څخه د ځینو د دقت درجه د پایلو په ترلاسه کولو خورا ټیټه ده، 
په همدې بنسټ نه شو کولای د هرې بڼې انتیګرال تقریبي مقدار لاسته راوړلو لپاره ترې ګټه 

میت او ارزښت ته په کتو باید داسې کړنلارې د نوموړو انتیګرالونو .نود موضوع اه(72.م.1397،)بابلیانواخلو
عددي حل لپاره وټاکل شي، چې ډېر ژر د پام وړ  پایلې ته ورسېږو.کومې کړنلارې چې موږ په دې علمي څېړنه 

∫کې د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل لپاره کارولي نسبت یادو کړنلاروته مؤثریت یې په دې کې بڼې انتیګرالونو   

، چې پرته له کمپیوتري برنامو لکه )متلب،مپل،...( د یادو انتیګرالونو دقیق تقریبي مقدار په اسانۍ او کم وخت دی
 کې تر لاسه کوي، چې د تقریبي ځواب د ځیرتیا کچه  یې فوا العاده بهتره او د منلو وړده. 
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 پایله . ۴
په دې علمي څېړنه کې د تحلیل اوتجزیې پایلو په مقایسوي ډول وښوده، چې د رامبرګ کړنلاره  نسبت د 

∫منځنۍ نقطې کړنلارې ته د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل لپاره بهتره کړنلاره ده او نظر منځنۍ نقطې بڼې انتیګرالونو   

یې ډېره لوړه او د منلو وړ ده. یادې کړنلارې ته د پام وړ تقریبي مقدار په ترلاسه کولو کې د دقت کچه 

∫کړنلارې له مهمو بنسټیزو کړنلارو څخه دي، چې پرته له قید او شرو څخه د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
بڼې انتیګرالونو   

عددي حل د لاسته راوړلو لپاره پایدارې او مناسبې دي.  د نوموړو کړنلارو د عددي څېړنو څخه پایله ترلاسه 
حقیقي ځوابونو سره پوره سمون لري او د خطاء کچې یې فوا العاده ټیټې او د منلو  شوه، چې تقریبي ځوابونه د

وړ دي.علاوه  پردې د نوموړو کړنلارو کارونه او تطبیق  یوه مناسبه تګلاره  لري، چې عملي کول یې پرته له 
ه اړتیا لري  بې تکمپیوټري پروګوامونو لکه متلب، مپل او داسې نورو پروګوامونو څخه کم وخت او لنډې محاس

∫او په اسانۍ سره د  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل ځواب تر لاسه کېږي، چې د ځیرتیا کچه یې فوا بڼې انتیګرالونو   

 العاده لوړه او د منلو وړ وي. 
 وړاندیزونه

∫د    .1 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل لپاره د منځنۍ  نقطې او رامبرګ کړنلارو ټاکل چې ځیرتیا بڼې انتیګرالونو   

ه یې د تقریبي ځواب په ترلاسه کولو لپاره فوا العاده لوړه ده، او عملي کول یې پرته له کمپیوټري پروګرامونو کچ
 څخه کم وخت ته اړتیا لري.   

∫ ې دداچ . 2 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
عددي حل ستونزمنې محاسبې ته اړتیا لري، نو غوره به دا وي، چې د انتیکرالونو   
د کمپیوټري پروګرامونو لکه متلب او مپل څخه ګټه واخستل شي او په دې برخه  داسې انتیګرالونو د حل لپاره

 کې لا ډېر کار وشي.
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